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RESUMO

Analisar a dinamica de um sistema significa prever seu comportamento futuro com
base em uma condicdo inicial. Um tipo especial de sistema dinamico € o dissipative, no qual,
apds um certo tempo, todas as trajetérias convergem para uma regiao especifica no espago de

fase — o "atrator" — independentemente das condigdes iniciais.

Curiosamente, alguns desses sistemas exibem um comportamento "aleatorio" dentro
do atrator, mesmo sendo governados por leis totalmente deterministicas. Estes sdo os sistemas
cadticos. £ importante notar que "caos", neste contexto, nio é sindonimo de desordem;
refere-se a um sistema deterministico (muitas vezes com uma lei de formagao simples) que

demonstra extrema sensibilidade as condi¢des iniciais (Efeito Borboleta).

Paralelamente, a dinAmica populacional, uma éarea da biomatematica, estuda a
variagdo de populagdes. Desde os modelos seminais de Leonardo de Pisa (Fibonacci), a area
evoluiu para incorporar maior complexidade bioldgica, especialmente apods a introducao da
nao-linearidade do mapa logistico por Robert May. Modelos modernos, como o robusto
Modelo Penna, agora incluem fatores como o envelhecimento e a acumulacao de mutagdes

deletérias, fundamentados na teoria evolutiva.

Uma caracteristica persistente na modelagem de dindmica de populacdes ¢ a previsdao
de comportamento cadtico. Este trabalho explora a ideia-chave de que o modelo Penna, apesar
de sua estrutura estocastica microscopica (mutagdes aleatorias), apresenta macroscopicamente
caracteristicas comparaveis as de um sistema caotico, situando-se no regime de “homeocaos”

(caos fraco), um estado de criticalidade fundamental para a adaptabilidade evolutiva.



INTRODUCAO

A interse¢do entre a matematica e a biologia, campo denominado Biomatematica, tem
proporcionado, desde os estudos seminais de Leonardo de Pisa (Fibonacci) em 1202,
ferramentas analiticas robustas para a compreensdo de fendmenos vitais. Historicamente, a
modelagem de dinamicas populacionais evoluiu de abordagens lineares e malthusianas para
modelos mais sofisticados, capazes de descrever as limitacdes ambientais e as flutuagdes

complexas observadas na natureza.

Nesse contexto, a equagdo logistica de Verhulst representou um marco ao introduzir a
nao-linearidade decorrente da capacidade de suporte do meio. Contudo, foi a transi¢ao para o
tempo discreto e o advento da capacidade computacional que revelaram a verdadeira riqueza
dindmica desses sistemas. Trabalhos pioneiros de Robert May e Mitchell Feigenbaum
demonstraram que equacdes deterministicas simples podem exibir comportamentos
aperiddicos e extrema sensibilidade as condig¢des iniciais, fendmeno este formalizado como

Caos Deterministico.

O presente trabalho propde uma analise da trajetoria historica e conceitual da Teoria
do Caos, partindo das intuigdes geométricas de Henri Poincaré até suas aplicagdes
contemporaneas na dindmica populacional. O foco central recai sobre o Modelo Penna, uma
abordagem baseada em cadeias de bits (bit-strings) que simula o envelhecimento bioldgico e a
acumulagdo de mutacdes. Investigaremos como este modelo, apesar de sua estrutura
estocastica microscopica, manifesta macroscopicamente propriedades de um sistema
dindmico cadtico, situando-se no que a literatura denomina "limiar do caos" ou “homeocaos”,

uma regiado critica fundamental para a adaptabilidade evolutiva.



1. TEORIA DO CAOS

1.1 Sistemas dinAmicos

Define-se um sistema dindmico como qualquer sistema cujo estado evolui ao longo do
tempo, seguindo uma regra deterministica (Strogatz, 2015, p-2). O objetivo de seu estudo ¢
analisar o comportamento futuro do sistema a partir de uma determinada condi¢do inicial. A

modelagem dessas regras depende da natureza do tempo no sistema:

e Sistemas Continuos: Modelados por equacdes diferenciais, descrevem sistemas onde

o tempo flui continuamente.

e Sistemas Discretos: Modelados por mapas ou equacdes de recorréncia, descrevem
fenomenos que evoluem em passos discretos, como iteragdes ou geragdes anuais

(Strogatz, 2015, p-4).

Para a analise qualitativa desses sistemas, utiliza-se o espaco de fase, uma construcao
matematica onde cada eixo representa uma varidvel essencial do sistema. A evolugdo

temporal é, entdo, representada por uma trajetoria nesse espago (Strogatz, 2015, p-7).

Muitos sistemas fisicos e bioldgicos sao classificados como dissipatives. Nesses sistemas,
o volume no espago de fase contrai-se ao longo do tempo. Como consequéncia, o
comportamento de longo prazo torna-se independente das condigdes iniciais, com todas as
trajetorias convergindo para um subconjunto do espaco de fase conhecido como atrator

(Lorenz, 1963, p-135)".

1.1.1 Ordem e caos

A coexisténcia de determinismo estrito € comportamento aperiddico imprevisivel
constitui o cerne paradoxal da Teoria do Caos. Embora a terminologia popular possa sugerir
desordem absoluta ou auséncia de regulacdo, no contexto rigoroso dos sistemas dindmicos, o
"caos" refere-se a um comportamento estocdstico aparente gerado por sistemas
deterministicos nao-lineares. Tais sistemas, embora regidos por leis de evolucdo precisas e
sem componentes aleatorios — sejam equacdes diferenciais ou mapas iterados —, exibem

uma sensibilidade extrema as condi¢des iniciais. Essa propriedade fundamental impde um

' O termo atrator ainda ndo era usado quando Lorez publicou sua obra, mas a definigdo atual coincide
com o que ele descreveu.



limite pratico a previsibilidade: incertezas infinitesimais no estado inicial do sistema crescem
exponencialmente com o tempo, destruindo a capacidade de previsdo a longo prazo (Strogatz,

2015, p-15).

Historicamente, essa compreensdo representou uma ruptura com o paradigma do
"Demonio de Laplace", a visdo do século XIX de que, dado o conhecimento preciso das
posi¢oes ¢ velocidades de todas as particulas do universo, o futuro seria inteiramente
determinavel. A percepcao da falibilidade desse determinismo mecanicista remonta ao final
do século XIX. O matematico francés Henri Poincaré, ao estudar a estabilidade do Sistema
Solar e o célebre problema dos trés corpos, identificou que pequenas variagcdes nas condigdes
iniciais poderiam resultar em grandes divergéncias nas trajetorias orbitais, impossibilitando
uma solugdo analitica fechada. Poincaré revolucionou a matematica ao propor uma mudanga
de abordagem: em vez de buscar formulas exatas para as posi¢cdes dos corpos (analise
quantitativa), ele desenvolveu a andlise qualitativa, criando o conceito de espaco de fase —
uma construcao geométrica onde cada eixo representa uma variavel de estado do sistema e o

estado total ¢ um ponto que traca uma Orbita ao longo do tempo (Poincaré, 1890).

No entanto, foi apenas com o advento da capacidade computacional que essas
propriedades teoricas puderam ser plenamente visualizadas e formalizadas. Em 1963, o
meteorologista Edward Lorenz, ao modelar a convecgao atmosférica simplificada em um
computador, redescobriu acidentalmente a dependéncia sensivel as condi¢des iniciais. Ao
tentar repetir uma simulag¢do, Lorenz inseriu os dados iniciais com um arredondamento na
sexta casa decimal (0,506 em vez de 0,506127). Para sua surpresa, essa diferenga mintscula
conduziu o sistema a um estado final completamente divergente do original. Em sua
apresentacdo na American Association for the Advancement of Science em 1972, Lorenz
popularizou esse fendmeno com o termo "Efeito Borboleta", metaforizando que o bater de
asas de uma borboleta no Brasil poderia, através de uma cadeia complexa de eventos
nao-lineares, desencadear um tornado no Texas (Lorenz, 1963). O sistema de Lorenz
tornou-se o exemplo classico de um sistema dissipativo que evolui para um atrator estranho,
uma estrutura fractal no espago de fase para a qual as trajetdrias convergem, mantendo-se

confinadas em uma regido finita, porém sem nunca se cruzarem ou se repetirem.

A transicdo da ordem previsivel para o caos turbulento pode ser observada
classicamente na dindmica populacional através da equacdo logistica. Introduzida

originalmente por Pierre Frangois Verhulst em 1844 em sua forma continua para refutar o



crescimento malthusiano ilimitado:

= = - A

Esta equacdo descreve o crescimento populacional limitado pela capacidade de
suporte do meio (), onde a taxa de crescimento diminui a medida que a populacio se
aproxima desse teto. Contudo, Robert May e Mitchell Feigenbaum demonstraram que a
complexidade emerge verdadeiramente na versao discreta desta dinamica, o mapa logistico,
fundamental para descrever espécies com geracdes ndo sobrepostas (como certos insetos)

(May, 1976):

Xt+1 — KXt(l - Xt) (12)

Na Equagao (1.2), X, €10,1] representa a densidade populacional normalizada e K
¢ o parametro de controle que agrega a taxa de reprodugdo e as restricdes ambientais. O
comportamento do sistema varia drasticamente e segue uma rota universal para o caos

conforme K aumenta:

e Para 0 < K <3, a populagio tende a um ponto fixo estivel, representando um

equilibrio ecoldgico sustentavel.

e Para K > 3, esse equilibrio torna-se instavel e ocorre a primeira bifurcacdo de
duplicacdo de periodo: a populagdo passa a oscilar ciclicamente entre dois valores (um
ano de alta densidade seguido por um de baixa), num comportamento estavel de

periodo 2.

e A medida que K continua a crescer, novas bifurca¢des ocorrem cada vez mais rapido,
gerando ciclos de periodo 4, 8, 16, e assim por diante. Esse fenomeno ¢ regido por
uma constante universal descoberta por Feigenbaum (5 ~ 4, 669##), que dita a

taxa de convergéncia dessas bifurcagoes.

e Finalmente, ao atingir o ponto de acumulagdo em K = 3, 5699##, o0 sistema entra
em regime cadtico, onde a populacdo flutua de maneira aparentemente aleatéria, sem

periodicidade discernivel, embora permaneca limitada.
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A ordem de aparecimento desses ciclos periddicos dentro da janela cadtica ndo ¢é
arbitraria, mas obedece rigorosamente ao Teorema de Sharkovskii. Se considerarmos a ordem

> nos nimeros naturais, a sequéncia de existéncia dos periodos ¢ dada por:

3579 ...
>2:-3>2-5>2-7T>...
>22.3>2%.5p> ...

2" b4 21

Este teorema implica um resultado profundo e surpreendente, sumarizado no artigo
seminal de Li e Yorke, "Period Three Implies Chaos": a existéncia de um ciclo de periodo 3
em um sistema dinamico continuo unidimensional garante a existéncia de ciclos de todos os
outros periodos inteiros, além de regimes caodticos ndo periodicos. Stewart (1991) refere-se ao
parametro K metaforicamente como um "botdo do caos": ao gira-lo, o sistema transita de um

comportamento previsivel e estavel para a complexidade irredutivel.

Para quantificar formalmente o grau de caoticidade e a perda de informagdao de um
sistema, utilizam-se os Expoentes de Lyapunov (). Este expoente mede a taxa média
exponencial de divergéncia (ou convergéncia) entre duas trajetorias que partem de condi¢des

iniciais infinitesimalmente proximas.

e Se A\ < 0: As perturbagdes sdo amortecidas e as trajetorias convergem para um ponto

ou ciclo limite; o sistema ¢ estavel e previsivel.

e Se A > 0: As trajetorias divergem exponencialmente, indicando sensibilidade as

condi¢des iniciais e caos. O inverso do expoente de Lyapunov (1/ /\) define o
"horizonte de previsibilidade" — o tempo maximo além do qual qualquer previsao

torna-se impossivel.

E crucial notar que, mesmo em regime cadtico (A > 0), o sistema ndo explode para o
infinito; ele permanece confinado dentro de uma regido limitada do espaco de fase. A
estrutura geométrica resultante desse confinamento de trajetérias infinitas em um volume
finito ¢ chamada de Atrator Estranho. Um exemplo bidimensional célebre ¢ o Atrator de
Hénon, que exibe uma estrutura fractal complexa: se ampliarmos qualquer parte do atrator,

encontraremos copias repetidas da estrutura original em escalas cada vez menores (Figura 1).
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Fig 1: Atrator de Hénon

Portanto, o caos deterministico ocupa uma regido fronteirica fascinante entre a
regularidade mondtona e a aleatoriedade pura. Estudos contemporaneos em biomatematica e
sistemas complexos sugerem que muitos sistemas biologicos evoluiram para operar no
chamado "limiar do caos" ou criticalidade auto-organizada. Nesta regido, onde o expoente de
Lyapunov ¢ positivo porém proximo de zero, o sistema atinge um equilibrio 6timo: ele
mantém estabilidade suficiente para preservar a vida e a memoria genética, mas possui
instabilidade (variabilidade) suficiente para permitir a adaptacdo rapida a ambientes em

mudanca e a evolucao das espécies (Viana, 2011).
2. DINAMICA POPULACIONAL

A Dinamica Populacional constitui um ramo fundamental da Biomatematica ¢ da
Ecologia Teorica, dedicando-se a investigacdo quantitativa das variagdes no tamanho e na
composi¢do etaria das populagdes biologicas ao longo do tempo. O objetivo central desta
disciplina ¢ desenvolver modelos matematicos capazes de descrever, explicar e prever o
comportamento de sistemas biologicos, permitindo a compreensdo dos mecanismos
reguladores subjacentes, como taxas de natalidade, mortalidade e migragdo (BASSANEZI,

2002).

Historicamente, a tentativa de quantificar o crescimento populacional remonta a Idade



Média. Um dos registros seminais na modelagem matematica ocidental ¢ atribuido a
Leonardo de Pisa, conhecido como Fibonacci, que em sua obra Liber Abaci (1202) propds um
problema tedrico sobre a reproducdo de coelhos. O modelo de Fibonacci, embora desprovido
de realismo bioldgico estrito — ao desconsiderar a mortalidade e a capacidade de suporte do

meio —, introduziu a no¢ao de crescimento baseado em recorréncia discreta.

No modelo de Fibonacci, assume-se que um par de coelhos atinge a maturidade sexual
em uma unidade de tempo (més ou estacdo) e, a partir desse momento, gera um novo par a
cada periodo subsequente. Sendo M, o niimero de pares maduros e /» o nimero de pares

imaturos no tempo 7, a dindmica € regida pelo sistema linear de diferencgas:
I,y1 =M,
M,y =M, + I,

A combinacdo destas relagdes resulta na célebre Sequéncia de Fibonacci, onde a
populacdo total P segue a relacdo de recorréncia de segunda ordem Poro=PFn+ P, 0O
comportamento assintotico deste modelo revela um crescimento exponencial, onde a razao
entre populacdes sucessivas converge para a Razdo Aurea (¢ ~ 1,618). Contudo, a auséncia
de fatores limitantes torna este modelo inadequado para descrever populagdes reais em longos

intervalos de tempo, visto que o crescimento indefinido viola as restrigdes fisicas e biologicas

do ambiente (EDELSTEIN-KESHET, 2005).

2.1 Os Limites do Crescimento e a Densidade-Dependéncia

O crescimento exponencial, caracteristico do modelo de Fibonacci e, posteriormente,
formalizado na teoria malthusiana, pressupde recursos ilimitados. Entretanto, em ecossistemas
reais, o crescimento populacional ¢ invariavelmente restringido pela disponibilidade de
recursos (alimento, espago, abrigo), competicao intraespecifica e predagdo. A introducdo do
conceito de Capacidade de Suporte (/K) marca a transi¢do dos modelos lineares para os
modelos nao-lineares, onde a taxa de crescimento torna-se dependente da densidade

populacional (BASSANEZI, 2002).

Pierre-Francois Verhulst, no século XIX, refinou a visdo malthusiana ao propor a
Equacdo Logistica, introduzindo um termo de atrito que desacelera o crescimento conforme a

populagdo se aproxima de K . Embora Verhulst tenha trabalhado inicialmente com modelos
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continuos, a observacdo de fendmenos naturais sugere que muitas espécies possuem ciclos

reprodutivos discretos (geragdes ndo sobrepostas), o que justifica o estudo de mapas discretos.

A validacdo empirica das limita¢des de crescimento e das oscilagdes populacionais foi
notavelmente demonstrada nos experimentos classicos de A. J. Nicholson com a mosca
varejeira (Lucilia cuprina) na década de 1950. Nicholson confinou populagdes em ambientes
controlados com suprimento alimentar constante. Observou-se que a populagdo nao
estabilizava monotonicamente no limite do suporte; ao contrario, exibia flutuagdes violentas e

quase periodicas (NICHOLSON, 1957).

Essas oscilagdes ocorrem devido ao atraso na resposta temporal (time delay) entre o
consumo de recursos e o efeito na reprodugcdo. Quando a populacdo ¢ pequena, ha
superabundancia de alimento, levando a uma explosdo demografica que ultrapassa a
capacidade de suporte (overshoof). Consequentemente, a escassez abrupta de recursos

provoca uma mortalidade em massa (crash), reiniciando o ciclo.

Para modelar matematicamente este fenomeno em sistemas discretos, é conveniente

normalizar a variavel populacional. Em vez de trabalhar com o niimero absoluto de individuos
Ny, utiliza-se a densidade relativa Tt = Ni/K , onde %t € 0,1], Desta forma, o termo

(1 — ) representa a fragcdo de recursos disponiveis.

Além da competicdo intraespecifica, as interagdes interespecificas, como a predacao,
também geram oscilagdes, conforme descrito pioneiramente por Vito Volterra e Alfred Lotka.
O modelo presa-predador demonstra que a dinamica de uma espécie ¢ intrinsecamente
acoplada a outra: o aumento das presas favorece os predadores, cujo crescimento subsequente

reduz a populacdo de presas, gerando ciclos de fase defasados.

Contudo, a grande descoberta da biomatematica moderna, consolidada por Robert
May (1976), foi a constatagdio de que modelos deterministicos simples de
densidade-dependéncia, sem a necessidade de fatores estocésticos externos, sdo capazes de
gerar comportamentos extremamente complexos. A medida que a taxa de crescimento
intrinseco aumenta, o sistema pode transitar de um ponto de equilibrio estavel para ciclos de
bifurcacdo e, finalmente, para o caos deterministico. Esse comportamento sugere que a
irregularidade observada na natureza (como nos experimentos de Nicholson) pode ndo ser

fruto de ruido ambiental aleatério, mas sim uma propriedade intrinseca da dindmica nao-linear
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do sistema.

2.2 O Modelo Penna (versao assexuada)

A modelagem de populagdes estruturadas por idade ganhou uma nova perspectiva com
a introdu¢do do Modelo Penna, proposto originalmente pelo fisico brasileiro T. J. P. Penna em
1995. Este modelo destaca-se por incorporar explicitamente o fenomeno do envelhecimento
biologico (senescéncia) e o acimulo de mutagdes deletérias, fundamentando-se na Teoria
Evolutiva do Envelhecimento. Segundo esta teoria, a for¢a da sele¢do natural decai com a
idade, permitindo que genes com efeitos deletérios tardios se acumulem no "pool" genético da

populacdo (MEDAWAR, 1952).

Empiricamente, o modelo reproduz a Lei de Gompertz, que estabelece que a taxa de

mortalidade aumenta exponencialmente com a idade em organismos adultos:

q(x) = qoe™
Onde 4(%) ¢ a taxa de mortalidade na idade x, e 9o e ¢ sao parametros positivos.

2.2.1 Mecanica do Modelo: Representacao Computacional

O Modelo Penna utiliza uma abordagem computacional baseada em cadeias de bits
(bit-strings) para representar o genoma dos individuos. Cada individuo ¢ caracterizado por um
vetor binario de comprimento L, que corresponde ao limite genético maximo de vida (idade
maxima possivel). Cada posi¢ao do vetor (locus) representa um intervalo de tempo discreto

(um "ano").
A leitura do genoma ocorre sequencialmente:
e Um bit 0 na posicao ¢ indica satde ou auséncia de doenga naquela idade.

e Um bit 1 na posi¢do ¢ indica a manifestagdo de uma mutagdo deletéria ou doenca

genética hereditaria na idade 7.

O acimulo de mutagdes ¢ o fator determinante para a morte genética. Define-se um
limiar 7" (threshold); se um individuo acumular um nimero de mutacdes ativas (bits 1) igual
ou superior a 7' até sua idade atual, ele morre. Adicionalmente, o modelo impde uma

restricio ambiental logistica, o Fator de Verhulst (V7), que limita o crescimento populacional
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baseado na capacidade de suporte Vmaz:

N
Nma,m

Vi=1-

Onde N: é a populacio total no tempo t. O termo Vi representa a probabilidade de

sobrevivéncia a competicdo por recursos (espago € alimento).

2.2.2 Dinamica e Reproducao
O ciclo de vida no modelo assexuado segue as seguintes etapas a cada passo de tempo:

1. Verificacdo de Sobrevivéncia (Verhulst): Cada individuo sobrevive a restri¢do

ambiental com probabilidade V:.

2. Verifica¢ao Genética: O individuo morre se o nimero de mutagdes acumuladas até

sua idade atual for > 7T,

3. Reprodugio: Individuos com idade igual ou superior a idade reprodutiva R geram B

descendentes.

4. Mutacao: Os descendentes herdam o genoma do pai, mas sofrem M mutacdes

aleatorias (bits 0 tornam-se 1) inseridas em posi¢des aleatorias.

2.2.3 Analise Matematica e Caos

Embora o Modelo Penna seja fundamentalmente computacional, ¢ possivel derivar
uma aproximagao analitica de campo médio (mean-field approximation) para estudar seu

comportamento dinamico global, conforme desenvolvido por Silva (2001).
Consideremos as seguintes fracdes da populacdo no tempo ¢:
e N/ Ntmero de mortes devido ao limiar genético 1.
e N: Numero de mortes devido ao limite de idade (velhice, fim da bit-string).
o af; Fragéo da populagdo apta a se reproduzir (idade > R).

A populagdo no tempo ¢+ 1 é composta pelos sobreviventes do tempo ¢ mais os

novos nascimentos. A equagao de balanco assume a forma:


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=N_%7Bmax%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=V_t%20%3D%201%20-%20%5Cfrac%7BN_t%7D%7BN_%7Bmax%7D%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=N_t#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=t#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=V_t#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=V_t#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cgeq%20T#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=R#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=B#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=M#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=t#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=N_t%5ET#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=T#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=N_t%5EV#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Calpha_t%5ER#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cgeq%20R#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=t%2B1#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=t#0

Nipi = [ViN, — N/ = NY] (1 + of'B)

Substituindo o termo de Verhulst (Vt =1—N/N, maz) ¢ reescrevendo em termos da

densidade populacional relativa Xy = Ni/N, maz, Obtemos:

NE NY
&H:XM—&pNt—Nt(Hﬂ%)

Assumindo que as mortes genéticas e por velhice podem ser expressas como
~ ~ T Vo T N
propor¢des da populagdo total (Vi ~af Ni$eSN{ ~alf' N t), simplificamos a expressao

para:

Xepi=(1+oB)X; (1—of — ) — X3)

. . . _ R
Definindo os parimetros auxiliares dependentes do tempo /¢ =1+ ;"B (taxa de

. . _ T v . A,
crescimento efetiva) e Bt =1—0a; —a; (capacidade de sobrevivéncia intrinseca),

chegamos a uma forma analoga ao Mapa Logistico Generalizado:

Xeo = K Xo(Bi — X))

A equacdo acima demonstra que a dindmica do Modelo Penna, apesar de sua
complexidade estocastica microscopica (mutagdes aleatorias), exibe macroscopicamente uma
estrutura nao-linear quadratica similar ao mapeamento logistico de Feigenbaum (Equagao

1.2).

Esta semelhanca estrutural sugere que o Modelo Penna pode transitar para regimes
cadticos sob certas condicdes de parametros (altas taxas de natalidade B e mutagdo M).
Estudos indicam que populacdes bioldgicas tendem a evoluir para a fronteira do caos
(criticalidade auto-organizada), onde o sistema mantém flexibilidade adaptativa (SILVA,
2001). A presenga de expoentes de Lyapunov positivos, porém proximos de zero, em
simulagdes do modelo Penna confirma a existéncia de um "caos fraco" ou “homeocaos”,

essencial para a estabilidade evolutiva a longo prazo
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CONCLUSAO

A investigagdo da dinamica populacional sob a 6tica dos sistemas dinédmicos
revela que a complexidade observada na natureza nao €, necessariamente, fruto de
aleatoriedade extrinseca, mas sim uma propriedade intrinseca das equacdes
nao-lineares que regem esses sistemas. A jornada desde os modelos de recorréncia
de Fibonacci até as simulagdes computacionais modernas evidencia que o
determinismo matematico pode coexistir com a imprevisibilidade temporal, conceito

central da Teoria do Caos.

Conclui-se que os sistemas dissipativos, ao evoluirem para atratores
estranhos no espaco de fase, oferecem uma explicagao elegante para as flutuagdes
populacionais irregulares. O Modelo Penna, objeto central desta analise, corrobora
essa perspectiva ao integrar a teoria evolutiva do envelhecimento com a mecanica
estatistica. As simulagdes demonstram que, embora o modelo incorpore mutagdes
aleatorias, sua dinamica global apresenta Expoentes de Lyapunov positivos e
proximos de zero. Este comportamento caracteriza o estado de "homeocaos" ou
caos fraco, sugerindo que as populagdes biologicas evoluem para operar em uma
regiao de criticalidade que maximiza a estabilidade fenotipica sem sacrificar a

plasticidade necessaria para a adaptacgao.

Por fim, embora a detecgao empirica inequivoca de caos em séries temporais
ecologicas permaneca um desafio devido ao ruido ambiental, os experimentos in
silico consolidam a Teoria do Caos como um arcabouco tedrico indispensavel. Eles
permitem compreender que o comportamento aparentemente erratico das
populagdes obedece a uma ordem subjacente deterministica, refinando nossa
capacidade de descrever e, dentro de certos horizontes, prever o destino dos

sistemas biologicos.
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